
作业十　（1月5日课堂上交）

1. 本题是关于 Rn 上的刚体变换的。本题中，采用如下定义：在 Rn 中，我们说子集 A 和 B 是刚

体等价的，如果存在 Rn 上的刚体变换 ρ ，使得 ρ(A) = B 。我们说集合 A ∈ Rn 是有界的，如果存

在 K ∈ R>0 ，使得 sup
x,y∈A

d(x, y) < K ，其中 x = (x1, · · · , xn) ， y = (y1, · · · , yn) ，且 d(x, y) 定义为√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 。

a) 构造 R2 中的有界子集 A ，使得 A 刚体等价于 A 的某个真子集。

b) 构造 R 中的子集 A ，使得 A 刚体等价于 A 的某个真子集。

c) 证明：不存在 R 中的有界子集 A，使得 A 刚体等价于 A 的某个真子集。

注：在 c) 的证明中，可以直接使用《数学分析》课程中学到的所有概念和相关性质，比如上/下

确界、函数连续性（刚体变换一定是连续的）、单调性（可以考虑先证明 R 到 R 的刚体变换作为函

数来看一定是单调函数）等。

2. 本题目是关于课上提过的 “E3 包含自由群 F2” 这个事实之部分验证，这里 E3 是 R3 上的刚体

变换群。

a) 对于任意的一个 3× 3 实矩阵 A，我们可以将其看为一个从 R3 到 R3 的映射，定义如下：

A : R3 −→ R3, x 7−→ A · x ，
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其中 A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

， x =


x1

x2

x3

 ，而 A · x 就是标准的矩阵乘法。

对于任意给定的 θ ∈ R ，令 P =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 ，

Q =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 。

证明：P 和 Q 都是 R3 上的刚体变换（保距变换），这里 x =


x1

x2

x3

 和 y =


y1

y2

y3

 之间的距离定

义为

√√√√ 3∑
i=1

(xi − yi)2 。

b) 对于 a) 中的 P 和 Q ，令 θ = arccos 3/5 。令 e1 =


1

0

0

 。

证明：对于任意的 k ∈ N≥1 和 n1, · · · , nk ∈ N≥1 ，以及任意的 S = T n1
1 · · ·T nk

k P ，我们有 S ·e1 ̸= e1

，这里 Ti ∈ {P,Q} , ∀ i ∈ {1, · · · , k} 。

提示：先证明如下事实：对于上述的 S = T n1
1 · · ·T nk

k P ，我们有

S · e1 =
1

5n1+···+nk+1
·


a

b

c

 ，

其中 a, b, c ∈ Z 并且 5 - b （读作“ 5 不整除 b ”）。该事实的证明可以用数学归纳法得到。这里可以

不假证明的使用如下事实（基于 5 是素数）：对于任意 x, y ∈ Z ，如果 5 - x 且 5 - y ，则 5 - (x · y) 。
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参考答案：

一、

a) 在 R2 中，令 x = (1, 0) 。选定无理数 θ ，并定义

ρ : R2 −→ R2,

x1

x2

 7→

cos 2πθ − sin 2πθ

sin 2πθ cos 2πθ

 ·

x1

x2

 .

不难验证（通过计算）ρ 的确为 R2 上的保距变换（刚体变换）。

事实上，ρ 相当于将 R2 中的点绕着原点逆时针旋转 2πθ 角度。因为 θ 是无理数，对于任意

m,n ∈ N 并且 m ̸= n ，均有 ρm(x) ̸= ρn(x) 。

定义

A = {x, ρ(x), ρ2(x), ρ3(x), · · · } 。

则

ρ(A) = {ρ(x), ρ2(x), ρ3(x), ρ4(x), · · · } ( A 。

至于 A 的有界性，由于 A 在单位圆上，A 显然是有界的。

b) 在 R 中，令 A = N≥0 ，并令 ρ 为 R 上的“加 1 ”变换。则 ρ 显然为刚体变换。

易验证

ρ(A) = ρ(N≥0) = N≥1 ( N≥0 = A 。

c) 证明：用反证法。

假定存在 A 中的有界子集和 R 上的刚体变换 ρ ，使得 ρ(A) ( A 。

因为 A 是 R 中有界集，故 supA 和 infA 均存在。令 L = infA ，R = supA 。

断言：若 ρ 为 R 上的刚体变换，则作为函数， ρ 一定是严格单调函数。

断言之证明：在 R 中取定 a < b ，因为 ρ 是刚体变换，不可能有 ρ(a) = ρ(b) 。 我们来证明更强

的结论：若 ρ(a) < ρ(b) ，则 ρ 为严格单调增函数。事实上，ρ(x) = x+ (ρ(a)− a)。若 ρ(a) > ρ(b) ，

则 ρ 为严格单调减函数，事实上，ρ(x) = −x+ (ρ(a) + a) 。
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假定 ρ(a) < ρ(b) 。对于任意 x ∈ R ，我们来证明：ρ(x) = x + (ρ(a) − a) 。事实上，根据刚体变

换之定义，我们知道

|ρ(x)− ρ(a)| = |x− a| 且 |ρ(x)− ρ(b)| = |x− b| 。

注意到如下事实：在 R 上，如果 y1 ̸= y2 ，那么对于任意的 d1, d2 ∈ R>0，则最多存在一个 y ∈ R

，使得 |y − y1| = d1 且 |y − y2| = d2 。（为什么？）

由于 ρ(a) ̸= ρ(b) ，上述两个条件会唯一的确定 ρ(x) ∈ R 。由于 a < b 以及 ρ(a) < ρ(b) ，我们有

ρ(x)− ρ(a) = x− a ，

从而 ρ(x) = x+ (ρ(a)− a) , ∀x ∈ R ，这样 ρ 是单调递增函数。

类似的，若 ρ(a) > ρ(b) ，我们可以证明 ρ(x) = −x + (ρ(a) + a) ，从而 ρ 是单调递减函数。断言

证毕。

我们不妨假定 ρ(x) = x+ (ρ(a)− a) , ∀x ∈ R 。令 L′ = inf ρ(A) ，R′ = sup ρ(A) 。 由于 ρ(A) ⊂ A

，我们有 L ≤ L′ 且 R′ ≤ R 。事实上，由于 ρ 是刚体变换，我们有

R− L = sup
x1,x2∈A

|x1 − x2| = sup
x1,x2∈A

|ρ(x1)− ρ(x2)| = R′ − L′ 。

由于 R− L = R′ − L′ ，L ≤ L′ 且 R′ ≤ R ，我们有 L = L′ 和 R = R′ 。

由于

L′ = inf ρ(A) = inf
x∈A

{ρ(x)} = inf
x∈A

{x+(ρ(a)−a)} = ρ(a)−a+ inf
x∈A

{x} = ρ(a)−a+ infA = ρ(a)−a+L ，

我们有 ρ(a)− a = 0 ，从而 ρ(x) = x ，∀ x ∈ A 。故 ρ(A) = A ，而这与 ρ(A) ( A 矛盾。

下面讨论 ρ 严格单调减的情形。这种情形下 ρ(x) = −x+ (ρ(a) + a) 。我们可以借助上面 ρ 严格单

调增情形的论述来说明在 ρ 严格单调减时，ρ(A) = A 。
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考虑刚体变换（同时也是严格单调减函数）

ρ : A −→ A 。

由于 ρ 是刚体变换，因此 ρ2 := ρ ◦ ρ 也是刚体变换。由于 ρ 是严格单调减函数，故 ρ2 为严格单调增

函数。考虑刚体变换（同时也是严格单调增函数）

ρ2 : A −→ A 。

根据上面严格单调增情形的论述，我们知道 ρ2 = idA 。注意以下事实（为什么下述事实成

立？）：

“ 对于映射 f : X → Y 和 g : Y → X ，如果 f ◦ g = idY ，则 f 为满射。 ”

，我们可以得到 ρ : A → A 是满射（为什么？）。

由于刚体变换 ρ 必然是单射（为什么？），因此 ρ : A → A 是双射，这与 ρ(A) ( A 矛盾。证毕。

�

二、

a) 我们证明 P 的保距性。Q 的保距性之证明是几乎完全平行的。

对于任意 R3 中 x =


x1

x2

x3

 ，我们有

P · x =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 ·


x1

x2

x3

 =


x1 cos θ − x2 sin θ

x1 sin θ + x2 cos θ

x3

 。
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直接验证可得

(x1 cos θ − x2 sin θ)2 + (x1 sin θ + x2 cos θ)2 + x2
3 = x2

1 + x2
2 + x3

3 ，

因此 P 为保距变换（刚体变换）。类似的， Q 也是刚体变换。证毕。 �

b) 证明：

我们这里给出的证明是个暴力证明（通过计算实现）。

首先，计算 Pe 。有

Pe =


3
5

−4
5

0

4
5

3
5

0

0 0 1

 ·


1

0

0

 =
1

5


3

4

0

 。

当 S = P 时，b = 4 - 5 。假定 S = WP ，其中 W 是由 P 和 Q 生成的，总长度为 n 的字。比如

PPQ 的长度为 3 ，P 3Q2 的长度为 5 ，乘法单位元 e 的长度被认为是 0 。我们计算给定了 S 、以及

S · e = 1

5n+1


a

b

c

 后，PS 和 QS 作用在 e 上面所得到的

PS · e = 1

5n+2


a′

b′

c′

 和 QS · e = 1

5n+2


a′′

b′′

c′′


中的 a′, b′, c′ 以及 a′′, b′′, c′′ 。

由于 θ = arccos 3/5 ，不难验证对于任意的 x1, x2, x3 ∈ Z ，如果 5 |xi ，i = 1, 2, 3 ，则

Px = P


x1

x2

x3

 =


x′
1

x′
2

x′
3

 和 Qx = Q


x1

x2

x3

 =


x′′
1

x′′
2

x′′
3


中得到的 x′

i 和 x′′
i （ i = 1, 2, 3 ）都是 5 的倍数。
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基于此，在上述关于 a′, b′, c′ 和 a′′, b′′, c′′ 的计算中，我们只需要关心它们除 5 后的余数（或者是模

5 后的同余类）即可。这里用 [m] 来代表整数 m 模上 5 后的同余类。比如 [−8] = [12] = [2] 。

由于 Pe = P


1

0

0

 =
1

5


3

4

0

 ，我们有如下记法：


[1]

[0]

[0]

 P−→


[3]

[4]

[0]

 。

注意到 P · 1

5n+1


a

b

c

 =
1

5n+2


3a− 4b

4a+ 3b

5c

 以及 Q · 1

5n+1


a

b

c

 =
1

5n+2


5a

3b− 4c

4b+ 3c

。

我们可以计算


3

4

0

 被 P 和 Q 不断作用时，其得到的 a, b, c 的同余类。

根据我们的计算（read: brute force），其同余类的转换图如下：

在上图中的除了起始状态外的所有状态中，b 都不能被 5 整除，证毕。 �
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